
Vorlesung Algebra 2
(Diskrete Mathematik und Algebra)

7. Körper
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Körper���
	��
	����
, eine Menge

�
mit Operationen�������������
und

��������������	
heisst Körper, falls

(1)
����	 �!�

eine abelsche Gruppe ist
(mit Neutralelement "$# ),

(2)
���&%(' "�#
) � eine abelsche Gruppe ist
(mit Neutralelement * # ), und

(3) das Distributivgesetz gilt: Für alle + 	-,.	-/10��+ �2��,3�4/5�76 � + �.,��8�9� + �./5�� + �4,����5/76 � + �./5�8�:��,
�./5�<;
Wir schreiben" für "�# (Nullelement ), * für *=# (Einselement ),>@? für das additive Inverse von ? 0!�

,?BADC für das multiplikative Inverse von ? 0!�&%(' "B) ,+ , für + �5,
, und + > ,

für + �9� > ,��
.
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Beispiele

E
, F und G sind Körper

mit üblicher Addition und Multiplikation.

Für H prim, ist IKJ ein Körper
mit LM<N2O J und PM<N2O J .

Q RTSVU�W=XKY5Z\[�] ^5X`_aYcb
YcdDe
ist kein Körper. f g hg g gh g h

Q RTSVU�W=XKY5Z\[�] ^5X`_aYjikmlonmpq Nar YcdDe
ist ein Körper. s g hg htgh g h

Über Körpern gibt es Matrizen mit Addition und Multi-
plikation und Vektoren mit Skalarprodukt.

Gibt es andere endliche Körper ausser IKJ , H prim?
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Einfache Eigenschaften

Für jeden Körper u und vxw�y{z�u gilt.

|~} u }2�~� .
BEWEIS Weil u������BwT��� , ���� � .

| v�y � ����v � ����y � � .
BEWEIS ( � ) ��u���������w���� ist eine Gruppe, also giltv��� ����y��� ����v�y��� � .
( � ) v���� v�� � v��-�¡�¢��� � v�� � v$�¡�¢� und
folglich v$� � � (man darf in ��u�w ��� kürzen ).

| Falls £¤�� � , ist die Abbildung u7¥¦u definiert
durch v�§¥�£�v eine Bijektion.
BEWEIS Weil ��u��¨������w���� eine Gruppe ist, ist die
Einschränkung der Abbildung auf u �©�T�B� eine
Bijektion. Da ��§¥ª� , ist sie auch auf u bijektiv.

Für «­¬¯®D°V± , «V²³~´ , hat die Gleichung «�µ
¶
® ³·´ genau eine
Lösung: µ ³ «T¸T¹-º¼»�®¾½ .
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Ein Körper der Ordnung 9

Betrachte die Menge ¿ schräg-symmetrischer À�ÁÂÀ
Matrizen über Ã\Ä (beachte Å ¿@ÅaÆÈÇ ):ÉËÊ ÌÍ Ì�ÊÂÎ�Ï für

Ê Ï Ì{Ð ÃÑÄ .Ò ¿ Ï�Ó!Ô ist eine abelsche Gruppe, mit Nullmatrix Õ als
Neutralelement (einfach zu zeigen).É Ê\Ö Ì�ÖÍ Ì Ö Ê Ö Î É Ê$× Ìa×Í Ì × Ê × Î ÆÉ Ê Ö Ê × Í Ì Ö Ì × Ê Ö Ì × Ó Ê × Ì ÖÍ Ê Ö Ì × Í Ê × Ì Ö Ê Ö Ê × Í Ì Ö Ì × Î ÆÉ Ê × Ì ×Í Ì × Ê × Î É Ê Ö Ì ÖÍ Ì Ö Ê Ö Î
¿�ØÚÙTÕ Û bzgl. Multiplikation abgeschlossen und kom-

mutativ, mit Neutralelement Ü ÝÞÆàß ÖâááãÖ�ä
.

Addition und Mult. jeweils in Ã Ä , d.h. å�æÑçéè .

Bislang gilt alles (ausser ê ëxê-ìîí ) für jeden Körper ï statt ð�ñ .
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Inverse

Gegeben òmóxô�õ`ö�÷ø ò-ùxôcù�ö , suchen wir ú`ô-û , so dassü ú ûý ûÈúÿþ ü ó õý õ�ó�þ ø ü�� ùù � þ ô
d.h. ú�ó ý ûcõ ø �

und ú2õ��4û-ó ø ù . Dies gilt fürú ø ó\òmó���� õ��2ö	��
aô
û ø ý õ�òmó���� õ��=ö	��

(Überprüfen durch Einsetzen) falls òmó � � õ � ö ��
 exi-
stiert, d.h. falls ó � � õ � ÷ø ù .

In 
�� gilt dies, gdw. òmóxô�õ`ö�÷ø ò-ùxô ù$ö .� ù ù �����������
� ��� ù ��� ù ���

��������� ���������������

ò�� �"!�# $�ô�%�ö ist abelsche Gruppe, und � ein Körper der
Ordnung 9.�	&'�(�)&+*-,/. 01�321�	45*607,328,94 gilt nicht in jedem Körper:
z.B. 
 &:� � &�*;, in <3= .
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Charakterisierung endlicher Körper
[Évariste Galois 1811-1832]

> Jeder endliche Körper hat die Ordnung?�@BA�C , A prim.

> Alle Körper der Ordnung ? sind isomorph.

> Die additive Gruppe ist isomorph zu DFEHGJI C .

> Die multiplikative Gruppe ist isomorph
zu E"K�L�M .

OHNE BEW.

“Der” Körper der Ordnung ? wird mit N K oder OQPRD ? I
(Galois field) bezeichnet.
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Skalarprodukt
S

Körper, TVUXW .

Für Vektoren Y[Z]\^Y`_8acb_edgf und hiZj\khl_7acb_edmf in
S b ist

das Skalarprodukt definiert durch

YHhonpZqY'frhsfut6YHv9h9v txw�w�w�t6Y b h b Z by
_edgf Yz_1hl_

Für Y"{FhH{�|}U S b gilt

\^Y}tBhza)|�Z by
_edgf \^Y _ tBh _ a)| _

Z by
_edgf Yz_1|r_ztBh~_e|r_ (weil distributiv)

Z by
_edgf Yz_1|r_zt

by
_edgf Yz_1|�_ (weil kommutativ)

Z Y�|�tBh�| �
Ausserdem YHhRZ�h�Y .� und � heissen orthogonal falls � � d;� .
Beachte, dass � f��8v~� � f	�8v9�"d;� in � �s� .
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”
Gleichheitstest“

Seien �"�F���(�F���J�c� . Betrachte die Menge

��� �^�"�F�z���p���	�R�(�F����� � �5�~�o���~�`�Q�

LEMMA � ��� �^�'�k�z�9�3��  �s¡�¢ für �(£�q� .
BEWEIS Sei ¤B�¥�F����� � mit genau einer ¦ , an einer
Stelle, an der sich � und � unterscheiden (also ¤§�(£�
¤�� ). Dann gilt

�~�o���~�}¨©�F��ªB¤Q�c�«£�¬�F��ªB¤Q�­�i�
�m®¯°��ª6¤ ist eine Bijektion ( ±1²�³X´¶µ`³X´[·«² )

��� �^�'�k�z�§¯©�F���J� �¹¸ ��� �^�"�F�z���
und � �º� �^�"���s�9�3�j�»�F����� � � ¼~ [��  � ¼~  ist gezeigt.

Sind ½ und ¾ verschieden, so gilt ²c½(¿·À²c¾ für 50% aller ²ÂÁ±ÄÃsÅFµ7Æ . Die Wahrscheinlichkeit, dass ½	²�·Ç¾)² für �~È zufällige ²
ist �9É ÅËÊ'Ì ¢ È9É�Í .
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ÎlÏmÐ¶Ñ3Ò
als “Bilder”

Ó7Ó7Ó7ÓËÓ7ÓÔÓ7Ó7Ó7Ó7ÓkÕ¥Ó7Ó7Ó7ÓkÕ1ÓÔÓ7Ó7Ó7Ó^ÕËÕ×Ö Ö Ö

x x’ x’’
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Kleine zu grossen Unterschieden

ØFÙ�Ú�ÛcÜoÝÀÞàßá â�Ø^ÞãÛÔäæå]Ø^ÞHçJÛcè	é`êÄëzì�í8î

x x’

Z(x) Z(x’)

x’’

Z(x’’)

Aber
â�Ø^ÞãÛ

ist sehr gross!
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Orthogonale Vektoren

Für ïñð(òFóõô�öc÷�ø�ù�úHû sei
ü�ýÄþ~ÿ ò^ïãö�����ù���ð(òFó ô ö ÷�� ï����
	ãû��

LEMMA � ü�ý1þ~ÿ ò^ïãö � ��
	÷���� für ïñð«òFó ô öc÷�ø�ù�úHû .
BEWEIS Für ��� ò�� ��� ����� � � ÷ öñð òFó ô öc÷ , sei �������
ò�� ��� ������� ÷���� ö . Es gilt � �!�"�#�$����%&� ÷ � ÷ .
Betrachte nun ï ð×òFó ô ö ÷ mit ï ÷('�)	 . Die Abbildung
ó+*�ó def. durch ,.-* ï ÷ , ist eine Bijektion. Für jedes/ �]ò /10 ö ÷2���043 � ð(òFóõô	ö ÷2��� gibt es also genau ein , mit

ïõò / � � ����� � / ÷���� � ,�ö5�qï � / %6ï ÷ ,.�
	 �
nämlich ,6��ï7���÷ ò�8+ï1� / ö . Folglich gilt � ü�ý1þ~ÿ ò^ïãö � �� òFóõô	ö ÷2��� � �"
 ÷���� .
Ist ïXð;òFóõô	öc÷¹ø�ù�úHû , dann gibt es ein ï 0 '�9	 , und wir
können analog argumentieren.

Beachte, dass :1; <>=@?BA�C 3ED�F$G�H <B= � A�C !
12



Endliche Geometrie

Geraden und Punkte in der Ebene: Durch je zwei Punk-
te geht genau eine Gerade. Je zwei Geraden schnei-
den sich in genau einem Punkt – oder sind parallel
(affine Ebene).

Ebenen und Geraden durch den Ursprung I im J�K : Je
zwei Geraden spannen eine eindeutige Ebene auf. Je
zwei Ebenen schneiden sich in genau einer Geraden
– immer! (projektive Ebene).

Allgemeines Prinzip (Abstraktion): Ein MengensystemL�MON�PRQ
,
M

Menge,
PTSTUWV

, mitXZY�[ N�\@]Z^T_ M Ua`�bdcegf ^hP b f�i Y�[ Nj\�]@N
XZYlk N f ]Z^ _ P U ` bnm k�o f m�prq N unde2s STM b L m s m�p"t Q�uvL X f ^wP bxm f ohs m#y UzQ5N
heisst projektive Ebene.
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Eine endliche “Ebene” mit { Punkten

| } ~��2�����������������j�����1�� } ~�~��1�������1�@��~��1�����j�x�@��~��1���������@�~����������1�@��~���������������~����j�����1����~��������j�x���
Fano Ebene

a

b d c

e
f g

Entspricht einem ���#� � -freien bipartiten Graph mit �@�
Knoten und �a� Kanten (wie?).
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Konstruktion projektiver Ebenen

Sei � ein Körper. Für �7�����w�����5����  , sei�¢¡£� ¤$¥ �§¦�¨j� für ein ¨��w�ª©
Für «.¬®­B«�¯�°>«�±�°>«�²�³µ´�¶ ² , ·µ´�¶ , sei ·¸«�¹ ¬®­B·º«@¯�°>·¸«�±�°>·¸«�²�³ .
¡ ist eine Äquivalenzrelation mit Äquivalenzklassen» �1¼O¤�¦9�����6� � �5���� (¤O�½¡¾�2 ��
für �w�w�����5����  .
¶§¬(¿ ² : À$­ÂÁ@°ÂÃ@°�ÄÅ³ÂÆ�¬ÈÇ�­ºÁ@°ÂÃ#°�ÄÅ³�°�­ÂÁ#°�Ä�°ÂÃ�³�É .¶§¬(Ê : À «ÅÆ ist die Gerade durch Ë und « (ohne Ë ).

Falls Ì �ÍÌ ¦
Î endlich, gilt für alle �6�v����������  , dassÌ » �2¼jÌ@¦ÏÎ§Ð®Ñ , und es gibt folglichÎ � Ð£ÑÎ¢Ð£Ñ ¦ÏÎ Ã�Ò Î Ò Ñ
Äquivalenzklassen.
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Konstruktion – Fortsetzung

Wähle für ÓÕÔ2Ö als Repräsentant den Vektor, dessen
letzte Nichtnull eine × ist.Ø§Ù(Ú@Û

: Es gibt Ü�Ý Äquivalenzklassen mit RepräsentantenÞàßá â¢ãÂä#åÂä#å Ü�æ å�ãÂä#å Ü å ÜÅæ å�ãÂä#åÂç#å Ü�æ åã Ü åÂä#å Ü�æ å�ã Ü å Ü å ÜÅæ å�ã Ü åÂç#å Ü�æ åãÂç#åÂä#å Ü�æ å�ãÂç#å Ü å ÜÅæ å�ãÂç#åÂç#å Ü�æ åÝ(è ãÂä#å Ü åÂä æ å�ã Ü å Ü åÂä æ å�ãÂç@å Ü åÂä æ åÜvè ã Ü åÂä#åÂä æ
Nun seié ê�ë ì ÓÕÔ2Ö ê Ôwí6î Ý5ï ì�ð�ñ�ñò ê�ë ì�ó�ô õÅöÍê Ôwí6î Ý5ï ì�ð�ñ�ñ@÷

wobei
ó�ô õ�ö�ê�ëøì Óúù#Ö�í éûê Ô1ù ë�üzñ

.

Beachte, dassý þ�ÿ � � ý Ù
ý ������� ã õ æ ý 	 Ü
 	 Ü Ù 
�� 	 Ü
 	 Ü Ù 
�
 Ü��

Punkte und Geraden sind gleichwertig/austauschbar; durch je-
den Punkt gehen 
�
 Ü Geraden.

OHNE BEW. ã���å�� æ bildet für jeden Körper
Ø

eine projektive Ebe-
ne. Für

ý Ø ý Ù 
���� gibt es 
 � 
�
�
 Ü Punkte, ebensoviele
Geraden, jede Gerade hat 
�
 Ü Punkte, und jeder Punkt liegt in
�
 Ü Geraden. Dies gilt für jede endliche projektive Ebene!
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Was sonst? Wozu?

Jede endliche projektive Ebene hat ��� �!���#" Punkte und Ge-
raden, für ein �%$'& . � nennt man die Ordnung der Ebene (d.h.
falls ( )*(,+-� , so erzeugt ) eine endliche projektive Ebene der
Ordnung � ).

Die Fano Ebene, von . � erzeugt, ist die kleinste projektive Ebe-
ne. Nach der Charakterisierung endlicher Körper existieren end-
liche projektive Ebenen auf jeden Fall für alle �/+1032 , 0 prim;
also �'+5476�8�6:9;6=<�6=>76=?76=@�6A","36B"C8�6EDEDED . Ob dies auch für andere� möglich ist, ist unbekannt. Bereits Euler versuchte zu zeigen,
dass �/+GF unmöglich ist, was allerdings erst um 1900 Tarry
gelang. Für �H+I"KJ war es erst Ende des letzten Jahrhunderts
(20.) unter enormen Einsatz von Computern möglich zu zeigen,
dass dies nicht die Ordnung einer projektiven Ebenen sein kann.
Der Fall ��+L"C4 is offen.

Endliche projektive Ebenen galten – wie so viel in der Mathema-
tik – lange Zeit als (für einige Mathematiker) faszinierende Objek-
te ohne Anwendung. Heute spielen sie eine grosse Rolle wegen
der Theorie elliptischer Kurven, die in endlichen projektiven Ebe-
nen ‘leben.’ Diese ‘Kurven’ sind in der modernen Kryptographie
relevant.

Der Inzidenzgraph zwischen Punkten und Geraden einer endli-
chen projektiven Ebene der Ordnung � hat MN+54PO:���Q�R�S��"UT
Knoten, hat O:���V�N���L"UTWO:���X"UT'YZO=MS[�4\T�]_^`��aZJ�D 8b<,Mc]_^`�
Kanten und ist d �fe � -frei. Wir zeigten, dass ein d �Ae � -freier Graph
mit M Knoten höchstens g� O=Mc]_^`�h�iM�T Kanten haben kann.
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Polynome

Sei j ein Körper. jlknmpo bezeichnet die Menge der Po-
lynome in der Unbekannten m mit Koeffizienten in j .

jlknmpo*qsrut vwx�y{z�| x m x q | xV} j�~ nur endl. viele �r����
���U� �U� yN�Wz7�A�3� � � ��� �3� � � � � � � �3� � � �/� � � � �/��� �3�f�E�E� �
Polynome kann man addieren,�B� x | x m x��S� �B� x,� x m x=� qsr � x � | x � � x � m x
multiplizieren� � x | x m x �*� � � x � x m x � qsr � x,� x m x

wobei � x qsr � x�Cy{z | � � x��p� .
und an einer ‘Stelle’ � } j auswerten:�l�x�y{z | x � x } j�~/��qsr��! �¡ � t3¢£q | x �r¤�¥��¦!tb��� �� heisst Grad des Polynoms.§ � �U�

ist also einerseits eine Menge von Vektoren über
§

mit
Operationen

�
und ¨ , andererseits eine Menge von Funktionen§!©ª§

. In
� � � �U�

sind
� �

und
�

gleich als Funktionen
� � © � �

,
aber nicht als Vektoren: « z7�=z��B�¬�=z��E�E� ­¯®y « z��A�¬�=z7�=z��E�E� ­ . (Es
gibt nur ° Funktionen

� �±© � �
.)� jlknmpoA~ �/�

ist eine Gruppe.
� jlknmpoA~ � ~ �²� ist ein Ring.
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Ringe³B´¶µ¸·iµK¹�º
, eine Menge

´
mit Operationen·¼»;´I½¯´-¾¿´
und

¹ »;´I½!´X¾À´1µ
heisst Ring, falls

(1)
³B´¶µ¸·Áº

eine abelsche Gruppe ist,

(2)
¹
assoziativ ist und es ein Neutralelement gibt,

(3) und das Distributivgesetz gilt:
Für alle Â µWÃ3µBÄ{ÅÁ´

Â ¹7³BÃÆ·ÇÄUºÉÈ ³ Â ¹3ÃCº�·�³ Â ¹3ÄUº³ Â ·ÇÃCº*¹UÄÉÈ ³ Â ¹3ÄUº�·Ê³BÃ�¹3ÄUºcË
³BÌÆµ¸·iµC¹²º

,
³BÌÎÍhµ ÏÐ�ÑPÒ*Ó µ ÔÐcÑ7Ò*Ó º , Õ×ÖÙØ , sind Ringe.

Die Matrizen
³BÌVÚpÛ ÚQµ�·iµC¹²º

bilden einen Ring, in dem
die Multiplikation nicht kommutativ ist.

Für jeden Körper Ü , bilden die Polynome
³ ÜlÝnÞàß µK·×µC¹�º

einen Ring (als Vektoren und als Funktionen).
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Verschicken von Nachrichten

Gegeben sei eine Folge áBâ7ã�ä�å�æÆçã�è{é von ê Nachrichten
mit â ã{ëÙì�é . Wähle í¯îÉïQð , ï prim, so dass íÁñÇê
und í£ñÇò!ó�ô7ã�â�ã , und fasse die â�ã als Elemente vonõVö

auf.

Betrachte nun das Polynom

ï÷áfø�ä�ùsî åúæÆçûã�è�é â ã ø ã ë õVö7ü øpýAþ
Wir verschicken ÿ ñ ê ‘Packete’ á ��� ï÷á � äUä , � ë õ ö

.
Aus je ê dieser Paare (Stützstellen) lassen sich die
Koeffizienten des Polynoms vom Grad

� ê���� rekon-
struieren, und damit die ursprünglichen Nachrichten.

Was für beliebige Körper zu beweisen wäre!
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Beispiel

Nachrichten: 	�

���������
Wir wählen� 	���������
���� �!���"�$#&%('
)+*,� -
� 	�.��/��

� � 	102�/�3��� � 	4���/��

� � 	4���/�3�5� � 	�
5�/�76
8:9<;>=�?@9BADCFE
GB;5C # G # ;>=�HJILK ) ?@9BA
CNM"CNMO=
HJILK ) ?�P
Verschickt werden die Packete	�.���
5�Q�O	10 �R���Q�Q	4����
5�Q�Q	4�5�R���Q�O	�

�S6+�Q�Q	�T5��6��

.

Kommen nur drei Packete an, z.B.
	10U�R���Q�1	4�������

und	�

�R6��
so kann man immer noch das Polynom � 	����

und damit die Folge der Koeffizienten
	�
��R���4���

rekon-
struieren.
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Filterpolynome

Für jedes V�WYX[Z , sei\^]2_�`�a�b�c de^f:gUhjiSk ]Ql _�`nmpoqasrtde^f:gUhjiSk ]Ql _ V mpoqa1uwv W(X[Z:x `"y�z
ein Polynom vom Grad {}| m@~

. Für V z�� WYX Z gilt\^]2_4�^a/c�� ~
falls V c3�

, und�
sonst.

LEMMA Für jede Funktion � b X Z/� X Z gibt es genau
ein Polynom � _�`�a W(X Z x ` y vom Grad {}| m@~

mit� V&WYX Z b � _ V a/c � _ V a��
BEWEIS Setze� _�`�a�b�c �] f:gUh � _ V a^\^]U_�`�a/�
Eindeutigkeit folgt, weil es | Z Funktionen X Z!� X Z ,
und ebensoviele Polynome vom Grad {}| m�~

in XnZ:x ` y
gibt.
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Beispiel

�D����3��� �t�����Q� ���5� :
�1�$����� � ���!�¡ n¢£�¤¦¥�§� �����!�¡ �¨£�¤¦¥�§� ��� � � � �  n¢ � � � � �  n¢� ��� ¨ �

�Q©£ ¤¦¥ §� �!�ª�p� � �¬« � « �­�3� � ¨ � � « �� � � ¨ � �� ¢ ����� � ���!� � �����!� � ��� � � � �  w¢ � � � � �  w¢� � � ¨ � � �� ¨ ����� � ���!� � �����!� � ��� � � � �  w¢ � � � � �  w¢� � � ¨ �ª�
Für ®F¯ �±°²³���´�­°²µ�U�w�F°²³� erhalten wir¶ ����� � � � � � ¨ � � �s� � � � � ¨ � � ���w� � � � � ¨ �ª���� � � « � � � « � � � « � �R� ¨ ��� � « � � � « � �R�!� � « �� � � ¨ � � �!� ����� �!� �
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Die Polynome · ¸�¹QºJ» einfacher

Für ¸�¼Y½D¾ gilt

¸ ¾^¿nÀpÁ�ÂÄÃ5Å falls ¸ Á Ã , undÆ Å sonst,

weil ÇFÈ Æ
die Ordnung der multiplikativen GruppeÉ ½D¾wÊ�Ë Ã�ÌqÅ^ÍÏÎ ist. Folglich giltÐ^Ñ É�Ò Î Á Æ È É�Ò È ¸ Î ¾^¿nÀpÓ

In Ô
Õ erhalten wir alsoÐ1Ö É�Ò Î Á Æ È Ò$× Á3Ø Ò$×ÚÙ ÆÐ À É�Ò Î Á Æ È É�Ò È Æ Î × Á3Ø Ò+×�Ù Ø ÒÐ × É�Ò Î Á Æ È É�Ò È Ø Î × Á3Ø Ò × ÙªÒ
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Mehr Filterpolynome

Für Û�ÜYÝßÞ}à[á , seiâ�ãBä[åæ ç�è éêOë äDìRí æQî ï�ð!ñNòqó�ô éêOë äDìSí æQî ï Û ñNòqó1õnö ÜYà á:÷ ð øDù
ein Polynom vom Grad úüû Ý­û ñþý . Für Û ù�ÿ ÜYÝ giltâ ãBä[åæ ï4ÿ^ó è�� ý falls Û è ÿ , und�

sonst.

LEMMA ÝßÞ}à[á , � ç�è û Ý­û . Für jedes � ç Ý��³à[á gibt
es genau ein � ï�ð�ó Ü(à[á ÷ ð ø vom Grad ú�� ñ@ý mit	 Û&ÜYÝ ç � ï Û ó è � ï Û ó�

BEWEIS Setze� ï�ð�ó ç�è
���ë ä � ï4ÿ^ó â�ãBä[å� ï�ð�ó�

Eindeutigkeit folgt, weil es ��� Funktionen Ý��ªà[á , und
gleichviele Polynome vom Grad ú�� ñ ý in à á:÷ ð ø gibt.
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Nullstellen�
ein Körper, ��������� ��� �! ." �$#&% heisst Nullstelle von � , falls ��� " ��')( .

SATZ Ein Polynom (+*',�����-�.�/#0% � �! mit 1 Nullstel-
len hat Grad mindestens 1 .
BEWEIS Sei 2 die Menge der Nullstellen von �3���-� ,
also 1/'
4 254 . Es gibt genau ein Polynom vom Grad6 187�9 welches alle " �:2 auf ( abbildet, also ist
dieses Polynom gleich ( . Da �����-��*';( , ist sein Grad< 1 .
FOLGERUNG 1+�>= . Zwei Polynome in #0% � �! vom
Grad 1?7@9 , die an 1 Stellen übereinstimmen, sind
gleich.

BEWEIS Stimmen zwei Polynome �3���-� und �!AB���-�
vom Grad 1C7D9 an 1 Stellen überein, so ist �3���-�E7�FAB����� vom Grad

6 1C7G9 und hat 1 Nullstellen, und
folglich �������H7?�FAI������')( .
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