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Solution to Exercise 23. ���	�
�������������������������� ��! 2n " ��!#!$��% �� n &'��� " ��(!)���*�,+�-���./(�0��!�12����3
����4��� �����#�����5��!6! " (����7 (38%
98��!#!$��-�������-:�#� 4;<�=���� 0 �<+ 1 ���>(���?�@���	����(.�A4BC�D���������,E)!F��� �=�
�����+�G�=+� 22n " ��!#!#�H%I�����������!(1
�=� 3J������!K��!)�=��!#�L����G�0� .L%M�+N���O�	�0��������J����� �P��������!(A
Solution to Exercise 24. QK����!N�����>%M63�����6%09>-�������-L���R+�����-��J����S�#+��R���>���=% ��(!(A
�<T:UWVSXY��!)��!$!#�
�(���=����;�<A

x y z (x Z y) Z z x Z (y Z z)

0 0 0 0 Z 0 = 0 0 Z 0 = 0

0 0 1 0 Z 1 = 1 0 Z 1 = 1

0 1 0 1 Z 0 = 1 0 Z 1 = 1

0 1 1 1 Z 1 = 0 0 Z 0 = 0

1 0 0 1 Z 0 = 1 1 Z 0 = 1

1 0 1 1 Z 1 = 0 1 Z 1 = 0

1 1 0 0 Z 0 = 0 1 Z 1 = 0

1 1 1 0 Z 1 = 1 1 Z 0 = 1

%2T ( �F[)\ , VSX ) ��!N3 ��!$�#+���% �R����;��A
x y z (x ∧ y) ∨ z (x ∨ z) ∧ (y ∨ z)

0 0 0 0 ∨ 0 = 0 0 ∧ 0 = 0

0 0 1 0 ∨ 1 = 1 1 ∧ 1 = 1

0 1 0 0 ∨ 0 = 0 0 ∧ 1 = 0

0 1 1 0 ∨ 1 = 1 1 ∧ 1 = 1

1 0 0 0 ∨ 0 = 0 1 ∧ 0 = 0

1 0 1 0 ∨ 1 = 1 1 ∧ 1 = 1

1 1 0 1 ∨ 0 = 1 1 ∧ 1 = 1

1 1 1 1 ∨ 1 = 1 1 ∧ 1 = 1

�]T ( VSX , �F[)\ ) ��!N3 ��!$�#+���% �R����;��A
x y z (x ∨ y) ∧ z (x ∧ z) ∨ (y ∧ z)

0 0 0 0 ∧ 0 = 0 0 ∨ 0 = 0

0 0 1 0 ∧ 1 = 0 0 ∨ 0 = 0

0 1 0 1 ∧ 0 = 0 0 ∨ 0 = 0

0 1 1 1 ∧ 1 = 1 0 ∨ 1 = 1

1 0 0 1 ∧ 0 = 0 0 ∨ 0 = 0

1 0 1 1 ∧ 1 = 1 1 ∨ 0 = 1

1 1 0 1 ∧ 0 = 0 0 ∨ 0 = 0

1 1 1 1 ∧ 1 = 1 1 ∨ 1 = 1

3IT>[W�F[)\^��!6���<�D��!#!#�0�(���=�#��;�<1M!#�����(4���<+GP_���. " �� (0 ↑ 0) ↑ 1 = 1 ↑ 1 = 0 1M%I�R� 0 ↑ (0 ↑
1) = 0 ↑ 1 = 1 A
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Solution to Exercise 25. x1 Z x2 Z�� � ��Z xn ��!W�#+#� 6��� �=� 3>��� �H9J��� ���"!$#%#��
��.L%M�+W��� ���� xi

�=+� 1 A

Solution to Exercise 26.

�<T'&8)������94��((3/���D!$� �]E ��� �=� { �S[)\ , [)V6Q } -�(���+?�=�#(!KVSXG1��=� 3 ����(�/��!#)����)����. " �����P&
��(!#!W��� { �S[)\ , VSX , [ VSQ } A*QK� ��!N��!W!#��. " �H9:\F)(>�<+�-����+* !�, �(E.- EKG� �(;�

VSX (x, y) = [ VSQ ( �S[)\ ( [ VSQ (x), [ VSQ (y))).

%2TJQK����!K��!W!$��./�����=+0/ EKG��� �H9:� �(3>��� P_ " +�(!$! �S[)\ � !$����- \F)(>�<+�-��=�1* !�, �(E.-
�F[)\ (x, y) = [ V6Q ( VSX ( [ VSQ (x), [ VSQ (y))).

�]TJB'�)EKJ����� -��� P+?�=�� [ V6Q ��+���. [W�S[W\ 1	EK �=+#J3�����<1 !#��� ���[ VSQ ����3 [W�S[)\ �����
�<%0;�������!#��9:-��� P+?�=��6�S[)\ 1 ����3J�#� ��>EKD��!#G��TPA*B'��3 �(3 1

[)V6Q (x) = [W�F[)\ (x, x).

3IT � !	���:�]TP1
EKF�,+�F3���� )��� �� EK ����� -�(���+?�=�#S[ VSQ ��+���. [)V6X61�!#�����()EK)�����:����(�:-���
VSXY����3 ��!#G%2TPA B'��3�((3 1

[)V6Q (x) = [ VSX (x, x).

]T>VF���( EKL�=+�L�=% ��D�#�/-�(���+?�=��4[)V6QS12EKL�=+� 3�����<1 !$�����( EK ����� ��!#L��TPA6�	�R� ������!)��!
��=!$92-

[)V6Q (x) = UWVSX (x, 1).

Solution to Exercise 27. 3	�=����(! ��� �=� EK�<+54 �=+� −1 ���<+ a 1 0 ���<+ b ����3 1 ���<+ c A76
�����(
a < b < c ��! " �=+�(� ����(!#�98�(3 ��! (a < b) < c ����3 a< b �;������ �=���!K�#�;:< =?>�1�����S���=�#��P+ ;<����� 
��!S��. " ������������9:�(��� ;��+#���38���:����4���0��(-�P+6;������� 1 ALQK��4����. " �,+���!#��� 1 < 1 ����(� 9���(��3 ! ;�������@$ACBED >�A*QK� 6P_ " +#(!#!#����� a < b && b < c 1����>����G�<�#� P+)� ����3 1�9������3�!K;�������F:< =G>�A
Solution to Exercise 28.

��T (x != (3 < 2)) || (y && ((-3) <= (4 - (2 * 3))))

%2T ((z > 1) && (((! x) != (2 - 2)) == 1)) && y

��T ((3 * z) > z) || (((1 / x) != 0) && ((3 + 4) >= 7))

Solution to Exercise 29.
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��T (x != (3 < 2)) || (y && ((-3) <= (4 - (2 * 3)))) →
(0 != (3 < 2)) || (y && ((-3) <= (4 - (2 * 3)))) →
(0 !=

@$ACBED > ) || (y && ((-3) <= (4 - (2 * 3)))) →
(0 != 0) || (y && ((-3) <= (4 - (2 * 3)))) →@$ACBED > || (y && ((-3) <= (4 - (2 * 3)))) →@$ACBED > || ( :< =?> && ((-3) <= (4 - (2 * 3)))) →@$ACBED > || ( :< =?> && (−3 <= (4 - (2 * 3)))) →@$ACBED > || ( :< =?> && (−3 <= (4 - 6))) →@$ACBED > || ( :< =?> && (−3 <= −2)) →@$ACBED > || ( :< =?> && :< =?> ) →@$ACBED > || :< =?> →
:< =G>
%2T ((z > 1) && (((! x) != (2 - 2)) == 1)) && y →
((2 > 1) && (((! x) != (2 - 2)) == 1)) && y →
( :< =?> && (((! x) != (2 - 2)) == 1)) && y →
( :< =?> && (((! 0) != (2 - 2)) == 1)) && y →
( :< =?> && ((1 != (2 - 2)) == 1)) && y →
( :< =?> && ((1 != 0) == 1)) && y →
( :< =?> && ( :< =?> == 1)) && y →
( :< =?> && (1 == 1)) && y →
( :< =?> && :< =?> ) && y →
( :< =?> && :< =?> ) && 1 →
( :< =?> && :< =?> ) && :< =?> →
:< =G> && :< =?> →
:< =G>
��T ((3 * z) > z) || (((1 / x) != 0) && ((3 + 4) >= 7)) →
((3 * 2) > 2) || (((1 / x) != 0) && ((3 + 4) >= 7)) →
(6 > 2) || (((1 / x) != 0) && ((3 + 4) >= 7)) →
:< =G> || (((1 / x) != 0) && ((3 + 4) >= 7)) →
:< =G>

Solution to Exercise 30. QK��K����� " �R�O��+���.������ ��S��! 1 � :< =G>�T ���2�=� 3 ������9 ��������K��� " �R�O�0� .L%M�+
n ��� �=�W��! +���=3����>����� ��L��!K��(!#!N��� ��� 3 A*QK� 6P_ " +#(!#!#����� !b ��!N%09>3� (>�<+�-���� ��
����;�����(� �N�#�

a * 3 <= a + 4 || a >= 5

E �����?���������R+�����!)��
����;�����(� �)��� a <= 2 || a >= 5 AFVF% !#�+$;�L�#�I�,�)���� ;��=+����,%I�� a ��! ������+#P&
./(� ��(3�%
9����� ��� �������� / �����+#(���<+� ����LP_ " +�(!$!#����� !b ��� �������	/��! :< =?>�1M��� ��(!#! n 
 {2, 3} A� �R+#�����+�./�<+��1 ���<+ n = 3 ���� P_ " +��!#!#����� ++a > 4 ��������� �	 �;������ �=�#(!)��� 5>4 1���� �=� ��!�1?:< =?>�A
QK�
��!(1R����G���R� " �R�W��+���. �������	 ��! 1 �5:< =G>�T ��� ����3 ������9:��� n = 2 A

Solution to Exercise 31. �W�+� �,+�6�#� 6����-����(��� " �=+�(� ����(!#(!0-
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b /= (2 + (b / 2))

(a < 1) || ((b != 0) && (((2 * a) / (a - 1)) > 2))

[W�<�� ��� �=� 2 + b 3���; 2 > b/2 1 !$� b E ����� %  +� " �����(�3 %09 1 �=�L./��!$��A B'� � �=����1O��� ��!L�=��./��!$�
����EN�(9
! +� " �����(�3 %09 1 1RP_��( " �N���<+ a <= 2 A*QK��F7 +#!$�K���R� " ��� ��! �����+�(���<+# 0 ��� a <= 2 ����3 1 1
�<�����+#E)��!#<A

QN�� !#(�(����3  _ " +�(!#!$����� ��!L3��7 ������(��9 :< =G>����<+ a == 0 A � �<+ a >= 1 1 ����/;<����� :���N����
P_ " +#(!#!#�����>��!W3���#�+�./����(3:%
9
(b != 0) && (((2 * a) / (a - 1)) > 2)
� �<+ a <= 2 1�EK �I�(;� b == 0 1�./���������-)��� �=� �#�  ;�������K��! @ ACB D >(10�=� 34!#���<+#�O�(�H+��(�����O�;������ �=�������
(��!#�R+�(!N��� �=�KEKD3����+* �N3���;���3 F%09>�L������& " ��!#�H����;�S�
��.L%M�+N���J�#� ��!W���=!#<A� �<+ a > 2 1�EK6� �(;� b == 1 1�����3>����S;<�=����G��� ����DP_ " +#(!#!#�����>��!W3���#�+�./����(3:%
9

((2 * a) / (a - 1)) > 2

QK� ��!	9������3�!�:< =G>  _������#��9/���<+ a <= 3 A Q � !#��./.:�=+#�98(<1�����F!#(����� 3J���R� " ���	��! 1 ��� ����3:������9 ���
a � ��!N;<�=���� 0 �<+ 3 A
Solution to Exercise 32. &5D������./�
3�(� ���� !#��0��(���( s ���<+SP_R��. " ��6%09�� ;��=+����=% ��D��� � 9 " 
unsigned int A QK�� %I���I�,+#9 +� " +��!#(�0���=������� ���*���#! ;<�����  ����(� 9������3�! ����4!$��
��(���( ��� % ����!�A
Q �4� "�" (��3>�D%I�H�K��� �#� S(��3 1�EKF!#��. " ��9 . �����#� " ��9L%
9/� EK�4����3 ��3�3:����S% ���(AOQ � +�(./�];�S% ���#!
���@���� (��3 1 EK �C+# " ��=�#(3���9�TS3 �H;���3� %095� EK�RA QK��/����!$�G%I�H� ����� �=�L�=�095! �?��-� %M/�<%��?�=����(3
���R+�����-�� ���� ./�
3�������! � " �+?�,���<+�A Q � +�(�����98(:����:+� " �����(�./(�0�4���)% ����!4��� s 1*EKJ��!#>�#� �!#
./(�?� ������!#./!(1 ������� -JE ����� ���� ��. " �����(�H�F�(���0;�P+�!#������! ��+���. bool ��� unsigned int ����35;����(
;��+�!#�
A

QN�� (. " � 9 !#��
��(���(/�����5%  +� " +��!#(�0�#(3@%
9 ;<�����  0 1 % �R�G���	9����5�������%4 �=%M���R�G����1 ������!
;������� ����!#��+� " +��!#(�0�#! A���� !#��
��(���( ����8(�+���!(A5QN����! ./��=� ! �#�I�,� ���� ���������,E)����- " +���-<+?��./!
�����+* �/��!#!#����=� P+#+��<+:./(!#!#��-� ��� �����!#��
��(���(����S� " �+?�=� 3�! ��! ���
�@!$� �<+$�/���<+/������(�R+#+�(� �
� " �+��=���<+ -O����-����(������9�1�����G!$��
��(���( ��!N7 �����3J� " E)����� 8��+���!)��� ������� −∞ �RA

&5G�(������3������#�+�� �=����;����9:!��(9J�#�I�,�WEK6������9 � !$ unsigned int ;�������(!KE ����!#6%I���I�,+#9:+� " &
+�(!$(�0�?�,�������>! �?�=+#��! E)�����J� 1 � �=� 3 ����(�J;������� 1 EK������3 �(�<+#+#(! " ����3J�#�4����6(. " � 9/!#��0� �� ��]TPA
�)�]EK�;��+�1I�=�N������!N!$�?��-�6EKD� �(;�D��� EN�(9 ��� ��(!$�#����- �����
	��� " +#��-<+?��. E ��������+ �4�0��.4%MP+
��0�I�=��! 1 1R!#� EK6�����+* �N��!#!$� D���>P+#+��<+ ./�!#!���-�6��� 9
EN�(9�A

�)�+�D�=+�S����G!$�H_ +���
����+#(3 " +���-<+?��./!�A
�

// Program: and.C�
// Replace last two bits in a sequence of bits by their AND��
#include <iostream >��
int main ()�
{�

// input sequence: the binary representation of s�
unsigned int s;���
std ::cin >> s;������
bool x = s / 2 % 2; // second -to -last bit���
bool y = s % 2; // last bit



��� �

� �
std ::cout < < 2 * (s / 4) + (x && y); // x, y -> AND(x,y)���
return 0;� �

}

�
// Program: or.C�
// Replace last two bits in a sequence of bits by their OR��
#include <iostream >��
int main ()�
{�

// input sequence: the binary representation of s�
unsigned int s;���
std ::cin >> s;������
bool x = s / 2 % 2; // second -to -last bit���
bool y = s % 2; // last bit� �
std ::cout < < 2 * (s / 4) + (x || y); // x, y -> OR(x,y)���
return 0;� �

}

�
// Program: not.C�
// Flip last bit in a sequence of bits��
#include <iostream >��
int main ()�
{�

// input sequence: the binary representation of s�
unsigned int s;���
std ::cin >> s;������
bool x = s % 2; // last bit���
std ::cout < < 2 * (s / 2) + !x; // x -> NOT(x)� �
return 0;���

}

�
// Program: zero.C�
// Append 0 to a sequence of bits��
#include <iostream >��
int main ()�
{�

// input sequence: the binary representation of s�
unsigned int s;���
std ::cin >> s;������
std ::cout << 2 * s; // append 0���
return 0;� �

}

�
// Program: one.C�
// Append 1 to a sequence of bits��
#include <iostream >��
int main ()
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�
{�

// input sequence: the binary representation of s�
unsigned int s;���
std ::cin >> s;������
std ::cout << 2 * s + 1; // append 1���
return 0;� �

}

�
// Program: eval.C�
// Output an empty sequence of bits��
#include <iostream >��
int main ()�
{�

// behaves like an infinite sequence of 0’s�
std ::cout << 0;���
return 0;���

}


