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Aufgabe 2 Die naive Methode, um zu testen, ob eine Zahl n prim ist, versu
ht n dur
h alleganzen Zahlen in der Menge {2, . . . , n − 1} zu teilen. Wenn eine der Divisionen ganzzahlig ist,dann ist n ni
ht prim. Wenn keine der Divisionen ganzzahlig ist, dann ist n prim.Die viellei
ht naheliegendste Verbesserung, die wir ma
hen k�onnen, ist, nur auf Teiler bis undmit dpne zu testen, denn falls si
h bis zu dieser Zahl kein Teiler �ndet, dann kann au
h dar�uberkeiner mehr sein. Dies liegt daran, dass ein Teiler kleiner als pn immer mit einem Teiler gro�sserals pn gepaart ist. Wenn Sie dies erw�ahnt haben, dann haben Sie si
h Ihre 4 Punkte s
honverdient.Die EÆzienz kann no
h erh�oht werden, wenn man alle gerade Zahlen ausser der 2 ausl�asst.Denn wenn die Zahl n ni
ht dur
h 2 teilbar ist, dann ist sie dur
h keine gerade Zahl teilbar.Und no
h weiter... Man testet, ob n dur
h 2 oder 3 teilbar ist. Wenn nein, dann pr�uft manalle Zahlen der Form 6k � 1 � p
n, wobei k 2 N. Dies funktioniert aus dem selben Grund wievorhin. Alle Zahlen, die man ausgelassen hat, sind entweder dur
h 2 oder 3 teilbar.Und no
h weiter... Das oben bes
hriebene System l�asst si
h no
h weiter f�uhren. Su
hen Sieeinmal auf dem Internet na
h dem Sti
hwort \Sieb des Eratosthenes".Abgesehen von randomisierten Methoden, die sehr popul�ar sind, gibt es no
h andere Methoden,die wesentli
h s
hneller sind, aber au
h wesentli
h komplizierter. Dies war hier nat�urli
h ni
hterwartet.

Aufgabe 3 DIAG \ {0, . . . , 8} = {1, 4, 6, 7, 8}.Man muss ni
ht unbedingt mit der Hauptdiagonalen arbeiten. Man kann zum Beispiel DIAG 0de�nieren, als die Menge, die mit allen in der folgenden Tabelle eingekreisten Zahlen di�eriert(resp. mit der korrespondierenden Menge der nat�urli
hen Zahlen).
0 1 2 3 4 5 6 7 8

M(P0) 1 1O 0 1 0 1 1 1 1 . . .

M(P1) 0 0 1O 1 0 0 1 1 1

M(P2) 1 0 1 0O 0 1 1 0 0

M(P3) 1 0 1 1 0O 0 0 1 1

M(P4) 0 1 0 1 0 1O 0 1 1

M(P5) 0 0 0 0 0 1 1O 0 0

M(P6) 0 1 1 0 0 1 0 1O 0

M(P7) 1 0 0 0 0 0 0 0 0O
M(P8) 0 1 1 1 0 1 1 0 0... . . .



Aufgabe 4 Eine bekannte Formel, um π zu bere
hnen, beruht auf den beiden folgenden Iden-tit�aten. ar
tan(a) = a +
a3
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π = 16 ar
tan(1/5) − 4 ar
tan(1/239) (2)No
h �alter, aber au
h einfa
her ist die Identit�at
π
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+ . . . (3)Es gibt no
h viele weitere sol
her Summenformeln. Ein Algorithmus, der π nun bis zu einerbestimmten Stelle angeben soll, bere
hnet eine sol
he Formel seiner Wahl so lange (das heisstbis zu einem bestimmten Term), bis die gew�uns
hte Stelle der Ann�aherung an π stabil ist. EineStelle ist stabil, sobald die verbleibenden Terme so klein sind, dass sie an der gew�uns
htenStelle ni
hts mehr �andern k�onnen. Dieser letzte Punkt ist ein wenig subtil, weil wir eigentli
heine obere S
hranke f�ur die Summe der verbleibenden Terme angeben m�ussen, aber lassen wirdies hier im Detail bleiben.Des weiteren wissen wir, dass π eine irrationale Zahl ist. Deshalb kann es au
h ni
ht sein, dassirgendwann eine periodis
he Zi�er 9 auftritt. Somit haben wir eine endli
he Bes
hreibung zurBere
hnung von π gegeben, und π ist in diesem Sinne bere
henbar.Es gibt nat�urli
h Formeln, die s
hneller zum gew�uns
hten Resultat f�uhren als andere, aber daswar hier ni
ht gefragt. Hier geht es nur um endli
he Zeit.

Aufgabe 5 Wir k�onnen alle Tripel (i, j, k) zusammenfassen, f�ur die gilt i + j + k = c, wobei
c 2 {3, 4, . . .}. Nennen wir diese Mengen Ac. Die Tripel, die in Ac enthalten sind, �nden si
him 3 dimensionalen Raum auf Ebenen wieder, die eine Normalen (1, 1, 1) und wa
hsendenAbstand zum Ursprung haben. In der Menge Ac sind genau �

c−1

2

� Tripel enthalten. Sei nun
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6
(n2 − 1) die Anzahl der Tripel auf den ersten n − 2 Ebenen;dies gilt f�ur n 2 {3, 4, . . .}. Zus�atzli
h de�nieren wir s2 := 0.Um eine Bijektion von N na
h N

3 herzustellen, ordnen wir jetzt den Tripeln in Ac die Zahlen
sc−1 + 1 bis sc zu. Dies entspri
ht nat�urli
h genau |Ac| Zahlen. Jedes Tripel aus N

3 kommtin einem bestimmten Ac vor und alle Ac sind endli
h. Das heisst, wir m�ussen nur no
h eineReihenfolge innerhalb einer bestimmten Menge Ac festlegen. Dies kann auf vers
hiedene Artenges
hehen. Wir s
hlagen hier vor, die lexikographis
he Ordnung zu Hilfe zu ziehen. Das be-deutet, dass wir die Tripel \alphabetis
h" ordnen. Das lexikographis
h kleinste Tripel in Ac,n�amli
h (1, 1, c−2), bekommt also die Zahl sc−1+1 zugeordnet und das lexikographis
h gr�osste,n�amli
h (c − 2, 1, 1), bekommt sc zugeordnet.Diese Funktion ist au
h umkehrbar. F�ur eine beliebige Zahl n 2 N bere
hnen wir das gr�osste
c, so dass sc−1 < n und dann generieren wir das (n − sc−1)-te Tripel in der lexikographis
henOrdnung aller Tripel mit der Koordinatensumme c.


