Wahrscheinlichkeitsraum

Endlicher Fall:
e endliche Menge Q2 = {w1,...,wn}
e w,,t=1,...,n sind Elementarereignisse

e prob(w;) =p; 20

o Z?:lpi =1

Geordnete Wiurfelergebnisse mit zwei Wiurfeln
Q — {(17 1)7 (172)7 D (1) 6)7 (27 2)7 ¢t (67 6)}

| 1/36, a=1b,
prob(a, b) = { 1/18, sonst



Ereignis
e Teilmenge W C Q2

e prob(W) := 3 cw prob(w)

“Pasch’ :

W =1{(1,1),(2,2),...,(6,6)}

rob(W) = 6 1 _1
P 7 36 6



Zufallsvariable (ZV)
e Abbildung X : Q2 —» IR
o Ereignis {X =z} ={we Q| X(w) ==z}

o {X <z} {X >z} entsprechend definiert

“Augensumme’ :

X(a,b) ;= a+b

{(X=7} = {(1,6),(2,5),(3,4)}

{(X<3r = {(1,1),(1,2)}



Erwartungswert (EW) einer ZV

e E(X) =23 ,ex(q)? Prob(X = z)

z {X =z} prob(X = z2)
2 {(1,1)} 1/36
3 {(1,2)} 1/18
4 {1,3).(2,2) 1/12
51 {(1,4),(2,3)) 1/9
71{(1,6),(2,5),(3,4)} 1/6
81{(2,6),(3,5),(4,4)} 5/36
9 {(3,6),(4,5)} 1/9
10| {(4.6),(5.5)) 1/12
11 {(5,6)} 1/18
12 ((6,6)} 1/36

Erwartete Augensumme:

E(X) = 2%+3ﬁ+4#+5$+6%+7%
+ 85 +95+ 1015+ 114+ 124 =7



Linearitat des EW

Seien X,Y ZV,; s,t € IR

o X 4+ Y ist die ZV definiert durch

(X +Y)(w) = X(w) +Y(w)

o sX ist die ZV definiert durch

(s X)(w) i=s5- X(w)

Es gilt:

E(sX +tY) = s- BE(X) +t- E(Y).




Xa(a,b) :=a, Xp(a,b) :=0»

(:>X=Xa—|—Xb)

z {Xq = 2z} prob(X, = z)
11{(1,1),...,(1,6)} 11/36
2 {(27 2)7"'7(27 6)} 9/36
5/ {(5,5),(5,6)} 3/36
6 ((6,6)} 1/36
z {Xp = 2z} prob(X, = z)
1 {(1,1)} 1/36
2| {(1,2).(2,2)) 3/36
4 {(174)7"'7(47 4)} 7/36
6|{(1,6),...,(6,6)} 11/36
o1 161
B(Xa) + B(Xp) = o2 + o =7 = B(X)



Bedingte Wahrscheinlichkeit

W, B Ereignisse, prob(B) # 0

e prob(W|B) := prob(WNB)/prob(B) ist die
bedingte Wahrscheinlichkeit von W, gege-
ben B

“Pasch, gegeben kleinste Zahl mindestens 5”

w = {(1,1),(2,2),...,(6,6)}

B — {(57 5)7 (5) 6)7 (67 6)}
WnB = {(5,5),(6,6)}
prob(W|B) = prob(WnNnB) ﬂ 1

prob(B) ~ 1/9 = 2



Bedingter Erwartungswert

X ZV, B Ereignis, prob(B) # 0

e E(X|B) := Y¥,ex(q)? - Prob(X = z|B) ist
der bedingte Erwartungswert von X, gege-
ben B

“Erw. Augensumme, geg. kleinste Zahl > 5"

z | prob(X = z|B)
10 1/4
11 1/2
12 1/4

1 1 1
E(X/B)=10-+11-+4+12—- =11
(XIB) 4+ 2+ 4



Das Partitionstheorem

Sei 2 disjunkte Vereinigung der Ereignisse
B1,...,Bg, d.h.

° Q=UleBi,
e B,NB; =0,1<i<j<k.

Dann qgilt

k
E(X) = > E(X|B;)prob(B;)

=1




B1 = "“Sechserpasch”

B> = "Erster Wirfel 6, zweiter nicht”

B3z = "Zweiter Wirfel 6, erster nicht”

B, = "Keine 6"
E(X|B1) = 12 (kein Zufall mehr...)
E(X|By) = 64 3 =9 (zweiter Wirfel flinfseitig)
E(X|B3z) = 34 6 =9 (erster Wiirfel flinfseitig)
E(X|Bs) = 34 3 =6 (beide Wiirfel flnfseitig)

prob(B1) = 1/36
prob(B,;) = 1/6-5/6 =5/36
prob(Bz) = 1/6-5/6 =5/36
prob(Bs) = 25/36

1 5 25
2.~ 4+9.—49. =7
3670 36 + 36



Der unendliche Fall

o |2 =0

e Nicht jede Teilmenge von 2 muss ein Er-
eignis sein

e Nur Ereignisse haben sinnvolle Wahrschein-
lichkeiten

“Wie oft muss eine Munze im Durschnitt ge-
worfen werden, bis Zahl erscheint?”

o Q = {wi,wo,...} (alle unendlichen Kopf-
Zahl-Folgen)

e Annahme: prob(w;) = p,Vi € IN

p=O = ZieNDrOb(wi):O #1
p>0 = >enprob(w;) = oo

Die w; sind keine Ereignisse!



Z\ i1Im unendlichen Fall

X : Q2 — IR ZV. Solange alle Mengen

(X =2} = {w € QX (w) = 2}

Ereignisse sind (d.h. sinnvolle Wahrscheinlichkei-
ten haben), geht alles (im wesentlichen) wie im
endlichen Fall!

“Munzwurf' :

X (w) =Anzahl Wiirfe bis zur ersten Zahl

o {X =i} = {w|w=5....KZ>k>k...}

o prob(X =14) =(3), z>1

e E(X)=y2,i(3)i=2



Unfaire Munzen

Kopf erscheine mit Wahrscheinlichkeit 1 — p,
Zahl mit Wahrscheinlichkeit p.

X =Anzahl Wurfe bis zur ersten Zahl
o prob(X =4) =1 —-p)~lp, z>1

¢ E(X) =pr2,i(l-pit=2

Beweis:
<. 0 X o 1
> izl = — Y 2t = ( — 1)
=1 ox =1 Oor \1 —zx
1

(1 —-=)?



